Classe de Terminale S2 Suites numériques

Correction des exercices

EXERCICE 1
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1 1 1
1. Pourtoutentiern,4—Z(4—un)2=4—2(16—8un+ui) =4—4+2un—2un.

Donc, on a bien, pour tout entier n, up+1 =2u, — 1 ui .
Onnote P(n) : 0<u,<4.
Démontrons cette propriété par récurrence :
« Initialisation. Comme ©p =1, 0na0< uy <4, donc la propriété est vraieaurang n=0.
» Hérédité : supposons que la propriété soit vraie pour un entier k = 0 et montrons que , sous cette hypothese , elle I'est au
rangk+1.
Par hypothese de récurrence, 0 < uy <4, ce qui implique :
OSupsd=-4<s-uy<s0=20<4-up<s4=>0<@-up)’< 16:>—4<—i(4—uk)2<0:>0<4—i(4—uk)2<4,cequi
revient a dire que 0 < Uy, <4.
La propriété est donc héréditaire .
» Conclusion:

Comme la propriété est vraie au rang n = 0 et qu’elle est héréditaire a partir de ce rang , elle est vraie pour tout entier
n=0.

4—u, 1
=—u,(4—uy).

1 1 1
2. a) Pourtoutentiern,un+1—un=2un—1ui—un=un——uizun(l—zun)zunx 1 1

4
b) Comme, pour tout entier 7, 0< u, <4, onendéduitque u, =0 et 4—u, =0 .
On en déduit que uy4+1 — Uy =0 < Uy = Uy et, par suite, que la suite (1) ,en €st croissante.
c¢) Comme (u,)en est majorée par 4 et croissante, elle est convergente .

3. Onnote ¢ la limite de la suite (#,) sen -
o Comme () zen CcOnverge vers £, on a lirP Uns1 =7 .
n—+oo

1 ) . . 1, [
o Comme U1 = Uy — 1 ui ,on a également n1—1>r-Poo Up+l = nl_lgl@ (Zun ~1 un) =20- Z[ .
1
+ Par unicité de la limite , on en déduit que £ = 2¢ — Zéz.

1 1
. £=2€—Z€2©Zéz—€=0©€2—4€=0.

On en conclut que ¢ est solution de I'équation x2—4x=0.Comme ¥ —4x=0 x(x—4) =0 x=00ux=4.
Onen déduitque £ =0 ou ¢ =4.

Comme (uy)nen €St croissante et que up =1, u, =1, pour tout entier n,donc ¢ =1.

onen conclutque ¢ =4.

EXERCICE 2

1. Par définition des suites (d;;) nen €t (a@n)nen, ON A

1 1 1 1 1 1
. d1=5d0+100=5><300+100=250 ; . a1=5d0+5a0+70=5x300+5x450+70=445.

2. a) Lorsque n =1, les deux nombres affichés en sorties sont D =250 et A=420.

b) Pour afficher les résultats souhaités (c’est-a-dire les termes de raang n de chacune des deux suites), il suffit d’'inverser les
instructions a l'intérieur de la boucle « Pour k variantdelan ...»:
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Variables : n et k sont des entiers naturels
D et A sont des réels

Initialisation: D prend la valeur 300
A prend la valeur 450
Saisir la valeur de n

Traitement : Pour kvariantdel an

A D
Aprend la valeur — + > +70
D prend la valeur > +100

Fin pour

Sortie: Afficher D
Afficher A

3. a) Pour montrer que la suite (e;) ,en est géométrique, il suffit d’établir qu’il existe un réel g tel que e;+; = g x ej,.
1 1
Or, ep1 =dyy1 —200 = Ed” +100-200 = Ed” -100.
Comme e, = d;, —200 < d,, = e, + 200, on en déduit que :

1 1 1
en+l = E(en+200)— 100 = Een+ 100-100 = Een .

1
On en conclut que la suite (e;) ,en est géométrique de raison g = 3
b) < Comme le terme initial de la (e,) ,en est eg = dp —200 = 300 — 200 = 100 et qu’elle est géométrique, on sait que, pour

n
tout entier n: e, = ey x g =100 x (5) .
n
o Comme, pour tout entier n, d,, = e, + 200, on en déduit que : d;,, = 200 + 100 x (5) .
1 n
o Comme —1< - <1, onsaitque lim ((100 X —) ) =0,donc lim d, =200.
2 n—+oo 2 n—+oo

4. a) Pourtout entier n,ona2n®— (n+1)2—=2n2-n?*+2n+1)=2n*-n*-2n-1=n?>-2n-1.
Le discriminant de x2 —2x—1est A= (-2)2—4x1x (—1) = 8.

_—(=2-v8 _

Comme ce discriminant est strictement positif, on en déduit que x> —2x — 1 posséde deux racines : x; = %1
X

1-v2 et x2=ﬂ=1+\/§.

X
On en déduit le tableau de signes suivant :

x —00 1-V2 1+V2 +00

textSignedex® —2x—1 + 0 - 0 +

Puisque 3> 1+ V2, on en déduit, en particulier, que, pour tout entier n =3, n-2n-1=202n2 -m+1)%=0o2n°=
(n+1)2.

b) On note 2 (n) la propriété « 2" = n? ».

Montrons cette propriété par récurrence.

« Initialisation . Comme 24 = 16 et 4% = 16, donc la propriété est vraie aurang n=4.

» Hérédité : supposons que la propriété soit vraie pour un entier k = 4 et montrons que, sous cette hypothese , elle I'est
aurang k+1.
On sait que 2K+ = 2 x 2k,
Or, par hypothese de récurrence , 2€ < k?, ce qui implique :
2kl > 2 x k2.
Comme I'on sait que 2k? = (k +1)? , pour tout entier n =3, on en déduit que 25*! > 2 x k? > (k + 1)2. La propriété est
donc héréditaire .

» Conclusion:
Comme la propriété est vraie au rang n = 0 et qu’elle est héréditaire a partir de ce rang, elle est vraie pour tout entier
nz4.
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1\" 1
c¢) Pour tout entier n, 100n (5) =100 x n x 2_"

d .

1 1

Comme, pour tout entier n =4, 2" = n?, on en déduit que 0 < — = o
n

. 1\" 1 1\" 100n 1\ 100
Donc, pour toutentier n=24,0<100n|-| <100xnx — < 0<100n|-| < <0<100n|=-| <—.
2 n? 2 n? 2 n
. 100 . . 00 ~
Comme, pour tout entier n 24,0 <100n({-| < —etque lim 0= lim |—| =0, on en conclut, grace au
2 n n—+oo n—+oo\ n

n
théoréeme des gendarmes, que lim (IOOn (—) ) =0.
n—+oo 2
1 . . 1\"
Comme —1< - <1,onsaitque lim (110{=| |=0.
2 n—+oo 2

1\" 1\"
Onenconclutque lim d,= lim (IOOn(—) +110(—) +340] = 340.
n—+oo n— 2 2

+00

Ainsi, on en conclut que la suite (d) ,en converge vers 340.

EXERCICE 3

1. e U

Partie A

=0,9up(1-1up) =0,9%x0,3x(1-0,3) =0,189.

Donc, le nombre de tortues en 2001 est 189.
e u»=0,9u1(1-17)=0,9%x0,189 x (1-0,189) =0,138.
Dongc, le nombre de tortues en 2002 est 138.

2. a) Onsait que 0 <1 - u, < 1; on multiplie les trois membres de cette inégalité par le nombre u,, de 'intervalle [0; 1], donc
qui est positif ounul : 0 < u, (1 - uy) < up.
D’ot1 on déduit en multipliant par 0,9 I'inégalité 0 < 0,9u, (1 — u,) < 0,9u,, c’est-a-dire 0 < u,+; <0,9u,, pour tout n.

b) On sait que, pour tout n, u, € [0; 1]; donc u, = 0.

Soit &2, 1a propriété : u; <0,3x0,9".

Initialisation

Pourn=0:uy=0,3et0,3x 0,90 =0,3donc uy<0,3 x 0,90.

La propriété est vraie au rang 0.

Hérédité

On suppose qu’il existe un entier k = 0 tel que la propriété soit vraie au rang k et on veut montrer que, sous cette
hypothese, elle 'est au rang k + 1.

D’apres la question précédente : ug;q < 0,9uk.

D’apres 'hypothése de récurrence : u; < 0,3 x 0,9k.

On déduit : ug,1 <0,9x0,3 x0,9% c’est-a-dire : ug,; <0,3 x 0,951,

Donc la propriété est vraie au rang k + 1 donc elle est héréditaire.

Conclusion

La propriété &, est vraie pour n = 0, et elle est héréditaire a partir de ce rang, on peut donc dire que la propriété est
vraie pour tout entier naturel .

c¢) Comme -1<0,9<1, lim 0,3x0,9"=0.
n—+oo

Comme , pour tout 7, 0 < 1, <0,3x0,9" et que lim 0= lim 0,3 x0,9” =0, on en conclut, d’apres le théoréeme des

n—+oo n—+oo

endarmes, que lim u, =0.
g 4 n—+too

Cela signifie que cette population de tortues est en voie d’extinction.

3. Lalgorithme complet est le suivant :

Variables : u est un réel
n est un entier naturel
Traitement: u prend lavaleur 0,3
n prend la valeur 0
Tant que u = 0,03 faire :
n prend la valeur n + 1
u prend la valeur 0,9u(1 — u)
Fin Tant que
Sortie : Afficher 2000+ (n—1)
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Partie B

1. ¢ v11=1,06v19(1—v19) =1,06x0,032(1—-0,032) =~0,033.
Dong, il y aura donc 33 tortues en 2011.
e v12=1,06v1;(1-v11)=1,06%0,033(1—-0,033) =0,034.
Dong, il y aura donc 34 tortues en 2012.
2. « Comme lim v,=/¢,onaégalement lim v,;;=¢.
n—-+oo n—-+oo
o Comme, pour tout n, v,4+1 = 1,06v,(1 — v,), on en déduit que nlirP Un+1 =1,064(1—27).
—+00
o D’apres l'unicité de la limite, on peut donc dire que ¢ = 1,064 (1 - ¢).
3. Lasuite (v,) est croissante et vjp = 0,032 ce qui signifie qu’il y a a 32 tortues en 2010.
Dongc, pour tout n < 10, v, < vy autrement dit v, <0,032.

Il y aura donc au moins 32 tortues pour toute année au dela de 2010, donc cette population de tortues n’est plus en voie
d’extinction.

EXERCICE 4
Partie A

5
1. Augmenter de 5% revient multiplier par 1+ 100 = 1,05. Donc, pour tout entier n, on a u,+1 = 1,05u,.
La suite (v,) est donc géométrique de premier terme vy = 12 et de raison g = 1,05.
Donc, pour tout n,ona: v, = vgx q"" =12 x 1,05".
2. Comme 1,05>1, lim v, =+oo.
n—+oo
Cela signifie que, pour tout réel A4, il existe un rang ngy a partir duquel, v, > A.
En particulier, il existe donc un entier rng tel que, pour tout n = ng, v, > 60 . Ce modele ne répond donc pas aux contraintes
du milieu naturel.

Partie B

2,2
x+1,1.
05

1,1
1. Lafonction g est dérivable sur R et g'(x) = ~ 505 x2x+1,1=-

/ 2,2 2,2 1,1 x 605
gx)>0e - x+1,1>0e1,1> X ——
605 605 2,2

Donc g'(x) >0 sur [0; 60] donc g est croissante sur [0 ; 60].

>x<© x<302,5

On résout dans R I'équation g(x) = x:

)

gx)=xo -

2 1,1 2 1,1
x+lLlx=x—-—x"+0,1x=0< x|— x+0,1]1=0.
605 605 605

Un produit de facteurs étant nul si et seulement si I'un des facteurs est égal a 0, cette derniére équation équivaut a x =0

1,1 1,1 6
ou —x+0,1=00,1=—xx=0,1x——=55
605 605 1,1

&) a) Par définition, u; = g(up) = g(12) = 12,938. Selon ce modele, on peut estimer la population a 12 938 individus en 2017.
b) Soit 22, la propriété 0 < u, <55.

« Initialisation
Pour n=0, up =12 et 0 < 12 < 55 donc la propriété est vraie au rang 0.

o Hérédité
On suppose qu’il existe un entier k = 0 telle que la propriété soit vraie et on veut montrer que, sous cette hypothese,
ellel'estaurang k+ 1.
Or0€[0; 60] et 55 € [0; 60]; de plus on sait que le fonction g est croissante sur [0; 60] donc de 0 < u, <55, on peut
déduire que g(0) < g(uy) < g(55) © 0 < uy41 <55, car g(0) =0 et g(55) =55, ce qui correspond a la propriété au rang
k+1.

» Conclusion
La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire a partir de ce rang, donc, d’apres le principe de récurrence, elle
est vraie pour tout n = 0.

On a donc démontré par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < 55.

2 +1,1u,-u Ll
605 " o T

c) Pourtoutentier n, uy4+1—uy = — 605

n 0,1 n=UuUpn (——, n 0 1) n+1—Unp = Up /(- n 0,1 —E
142 +0, lu u U, +0, =2/ u Up X U, +0,1x

’

605

Up (55— up)
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d

e)

On sait que 0 < u, <55 donc 55— u, =0 donc % Uy (55—-uy,) =0.
On a donc démontré que uy4+1 — Uy =0 < Uy = Uy, pour tout n.
Donc la suite (1) est croissante.
La suite (u,) est croissante et majorée par 55 donc, d’apres le théoreme de la convergence monotone, la suite (u;,) est
convergente.

« Comme nglllm u, = ¢, on aégalement ngrfm Upe1=F.
) 1,1
605 605
o D’apres I'unicité de la limite, on peut donc dire que ¢ = —%42 +L, 10 o l=g(0).

o Comme, pour tout n, U471 = — ufl +1,1uy, onen déduit que lim wuu4) =— 241,10,
n—+oo

L'équation g(x) = x n'admet que 2 solutions : 0 et 55.
La suite (u,) est croissante et up = 12 donc la limite ¢ de la suite est supérieure ou égale a 12.
On en déduit donc que ¢ = 55 ce qui signifie que, selon ce modele, la population va tendre vers 55000 individus.

3. Lalgorithme complet est le suivant :

Variables n un entier naturel

u un nombre réel

Traitement | n prend la valeur 0

u prend la valeur 12

Tant Que © < 50
u prend la valeur 1, 1u —
n prend la valeur n +1

Fin Tant Que

Sortie Afficher n

112
6505 U




