Classes de Terminale S Corrigé

Correction de I'exercice sur les suites

Partie A

Par lecture graphique, il semblerait que :
o la suite (1) en SOIt croissante;
» qu’elle soit minorée par 0 et majorée par5 ,
» qu’elle converge vers 5.
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Partie B
. 100 5015-uy,) 100 75—-5u,) 100—75+5u, 25+5u, 5B+uy)
1. Pour tout entier n, —— —5= — = — = = = .
15— uy, 15—u, 15— uy, 15—uy, 15— uy, 15—u, 15— uy, 15—-u,

2. a) Montrons la propriété « 0 < u, < 5», par récurrence.
« Initialisation : Comme 1y =0,onabien0<uy<5.
Donc, la propriété est vraie aurang n=0.
» Hérédité : Supposons que la propriété soit vraie pour un entier naturel k = 0 et montrons que, sous cette hypothese,

elle I'est au rang suivant .
. 1 1 1 20 100 5 100
Si0o<up<5,alors 5<—-ur<0=>10<15—-uy; <15= — < < <10 <

< < = < <10=> =< -5<5
15 15—-u; 10 3 15— uy 3 15—-uy

, ce qui établit la propriété aurang k+1 .
» Conclusion: Comme la propriété P(n) est vraie pour n = 0 et qu’elle est héréditaire a partir de ce rang, on en en déduit
qu’elle est vraie pour tout entiern=1.

_ 5(5+ un) 565+uy)  Un(15—uy)  25+5u, —15up+u?  u?—10u, +25
b) Pour tout entier n, uy+1 — Uy = ———— — Uy = - = = =
15—u, 15— uy, 15—uy, 15—u, 15— uy,
(un —5)
15—u,

Un carré étant toujours positif ou nul, (1, —5)%2=0.
Comme u, <5 onals5—u,=10>0.
On en conclut que, pour tout entier n, uy+1 — Uy =0 < Uy = Uy et, par suite, que la suite (1) ,en €St croissante.

Partie C

» Comme (u,)eN €st croissante et majorée par 5, on en conclut qu’elle converge vers une limite L.
e Comme lim u, =L, onsaitque lim wu,+; =L.
n—+oo n—+oo

. 5(u, +5) Lo . 5(u, +5) 5(L+5)
Puisque up+; = ——,onaaussi lim u;+; = lim = .
15— u, n—+oo n—+oo|\ 15— uy, 15-L
5(L+5)

Par unicité de la limite, on en déduit que : L =
505+ x).

e x(15—x)=50(+x) < 15x—x2=25+5x© x> —10x+25=0< (x—-5)%2=0ox-5=0< x=5.
On en conclut que (1) nen CcOnverge vers 5.

T < L(15—-L) =55+ L). Dongc, L est solution de I'équation x(15— x) =

Partie D

. 10
1. Montrons la propriété « 5— — < u, < 5», par récurrence.
n

100
5(up+5 25 5 5(u1 +5 = 5
« Initialisation : Comme uo=0,onobtient:u1=(07)=—=— et uzzyz%z—.
15— uy 15 3 15—y ?0 2

10 10
Comme 5— > =0,onabien5— > < up < .Donc, la propriété est vraieaurangn=2.
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» Hérédité : Supposons que la propriété soit vraie pour un entier naturel k = 2 et montrons que, sous cette hypotheése, elle
I'est au rang suivant .

Si5 10< <5,al 5< <10 5=10<15 <10+10©10<15 <10k+10: k < ! < !
i5——<up<5,alors-5< -y <—- <15—-ug < — <15—-ug < < < —,
kok k=% k k k k 10k+10 15— u; 10
L. 10k 100 10k 100
On en déduit que < <10=> -5< -5<5.
k+1 15— ug k+1 15— uy
10k 10k-5(k+1) 5k-5 5(k+1)-10 10 L. 10 100 )
Comme -5= = = =5- ,on en déduit que 5—- —— < -5<5.cequi
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 15— uy

établit la propriété aurang k+1 .
» Conclusion : Comme la propriété P(n) est vraie pour n = 2 et qu’elle est héréditaire a partir de ce rang, on en en déduit
qu’elle est vraie pour tout entier n =2 .

10 10
2. Comme, pour tout entier n=2,5—- — < u, <5etque lim (5 - —) = lim (5) =5, on en conclut, grace au théoréme des
n n—+oo n n—-+oo

gendarmes, que (1) nen CONvVerge vers 5.

Partie E
1. a) . Pour tout entier naturel - 5 15 15 15
P T e e n’v”+1_5—un+1_5_ 100 +5_10_ 100 ~ 150-10u, —100 ~ 50— 10u, ’
15— un 15— 1y 15— up, 15— tin

15-u, _ 3(15—u,) _ 3(15- up)

50-10u, 10-2u,  2G-u,)
» Pour montrer que la suite (v,) est arithmétique, il suffit de vérifier que la différence entre deux termes consécutifs est
constante.

Dongc, v,41 =15x%

3(15-u,) 15 3(15-u,) 30  45-3u,-30 15-3u,

Or, pour tout entier n, vy,+1 — vy = = = = .
26—uy) 5-uy 206—-uy) 206-uy 2(5—uy) 2(5—uy)

Pui 15— 31y, = 3(5— ) déduit 3G-un) _3
uisque 15—-3u, = —uy), on en déduit que v,y — v, = =—.
q n n q n+1 n 26-u,) 2
15 15
On en conclut que la suite (vy,) ,en est arithmétique de raison r = 3 et de terme initial vy = z = =0 =3.

3
b) « Comme (v,)en est arithmétique de raison r = ) et de terme initial vy = 3, on obtient, pour tout entier n, v, = vo+nx

3 3n 6+3n . 15 L. 15 15 15 5v,—-15
—=3+—= . Puisque v, = ,onendéduitque5-u,=— o -uy=—-50Uu,=——+5=——.
2 2 2 5—-uy Un Un Un Un
5 5x1 5 10 5x2
2. Onavuque uy; = - = et p=—=—-= .
3 1+2 2 4 2+2
o , , 315 5x3
Sil’on calcule les termes suivants, on obtient w3 = —= = 372"
5n
On peut conjecturer que, pour tout entier n, u, = 2+n’
n

Montrons cette propriété par récurrence.
5x0 5x0
« Initialisation : Comme uy =0 et que 370’ on a bien ug = 370" Donc, la propriété est vraie aurang n=0.

» Hérédité : Supposons que la propriété soit vraie pour un entier naturel k = 0 et montrons que, sous cette hypothese, elle
I'est au rang suivant .

_ ~ 100
On sait que ug4q = 15— 1t -
Comme, par hypothése de récurrence, uy = %, onendéduitque ug,1 = lO(;k -5= 15(k1020) —tr —5,donc ugq =
15~ k+2 2+k
100 e 100 5 - 100x k+2 _ 10k +20 e 10k +20-5(k+3) _ 10k +20-5k—-15 _ 5(k+1)
15k +30-5k 10k +30 10k +30 k+3 k+3 k+3 (k+1)+2

k+2 k+2
ce qui établit la propriété aurang k+1 .

» Conclusion : Comme la propriété P(n) est vraie pour n = 2 et qu’elle est héréditaire a partir de ce rang, on en en déduit
qu’elle est vraie pour tout entier n=0 .

5n 5n 5 . 2
= 5 et que nhrP 1+ —| =1, on en conclut que (1) ,en converge vers 5.
—+00

- 2
n+2 n(1+—) 142 n
n n

3. Comme u, =




